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Ｂｅｄｄｏｅｓ（Ｌ－Ｂ）模型进行了修正，并在此基础上建立了适合低马赫数颤振研究且带有气动及结构非线性的二元

机翼气弹系统分析模型．对比低马赫数翼型气动载荷试验结果表明对Ｌ－Ｂ模型的修正是有效的，且机翼颤振

试验结果亦验证了二元机翼气弹分析模型．研究结果表明：二元机翼气弹系统的失速颤振与初始变距角和来
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　　二元机翼气弹系统是典型的非线性动力学系
统，很难通过线性理论进行有效地分析［１－４］．气动
力、惯性力和弹性力的相互耦合作用使二元机翼
气弹系统产生自激振动，易发生颤振现象，该问题
常出现在机翼、直升机桨叶和风机叶片等上［５－１１］．
失速颤振源于气动力的非线性特性，在低速

条件下同样会发生，且伴有极限环运动的产
生［１２－１４］．动态失速表现为翼型或机翼表面气流分
离和涡运动造成升力或力矩的突降，文献［１５－１９］

对该现象进行了试验及理论研究．由于动态失速
的机理较为复杂，采用三维模型进行计算不仅耗
时且准确性较差，目前在工程计算时，常采用半经
验的二维翼型动态失速气动模型，如 Ｂｅｄｄｏｅｓ，

Ｊｏｈｎｓｏｎ，ＯＮＥＲＡ（Ｏｆｆｉｃｅ　Ｎａｔｉｏｎａｌ　ｄ’Ｅｔｕｄｅｓ　ｅｔ
ｄｅ　Ｒｅｓｅｒｃｈｅｒｓ　Ａｅｒｏｓｐａｔａｌｓ）和Ｌｅｉｓｈｍａｎ－Ｂｅｄｄｏｅｓ
（Ｌ－Ｂ）等模型［１６－１９］，其中Ｌ－Ｂ模型因其方法简单
直观，涉及经验参数少，且计算速度快而广泛用于
预测二维翼型气动载荷．Ｌ－Ｂ模型最初用于直升
机气动载荷研究，旋翼桨叶工作区间处于中等马
赫数（Ｍａ＝０．３～０．８），Ｂｅｄｄｏｅｓ［２０］和 Ｓｈｅｎｇ
等［２１－２２］通过试验研究发现在低速（Ｍａ＜０．３）条件
下该模型存在与试验值不符的问题，如失速角明
显提前，失速后及气流附着沿时垂直力超调值较
小等．文献［２０－２３］均对Ｌ－Ｂ模型进行了修正，得
到较为准确的结果，但均存在一些不足之处．为
此，本文将从低马赫数条件下翼型表面气流运动
的本质出发对该模型进行修正，使其能够准确的
预测翼型气动载荷．
结构非线性，如间隙、二次及三次非线性刚度

等对二元机翼气弹系统响应的影响很大，文献［８－
１１］对该问题进行了研究，但只针对中、高马赫数，

且仅考虑非线性变距或浮沉刚度对气弹系统的影

响，因此本文将结合低马赫数修正Ｌ－Ｂ模型和二
元机翼结构动力学模型研究低速条件下二元机翼

气弹系统的失速颤振问题，并在此基础上分析耦
合非线性变距和浮沉刚度对二元机翼气弹系统的

影响．

１　Ｌ－Ｂ低马赫修正模型

Ｌ－Ｂ模型在低马赫数条件下预测的气动载荷
变化规律与试验数据相比存在不符的问题．本节
将在Ｌ－Ｂ模型［１９］，Ｂｅｄｄｏｅｓ［２０］及Ｓｈｅｎｇ等［２１－２２］研
究的基础上，充分考虑翼型表面涡流运动对气动
载荷的影响，在低马赫数条件下修正Ｌ－Ｂ模型．

１．１　上升沿失速过程修正

Ｎｉｖｅｎ等［２３］根据低马赫数条件下翼型气动
载荷试验的结果指出：翼型的附面层气流的扰动
需要一定的时间发展成足够强的涡流导致前缘压

力超过临界值而使动态失速发生．为了将该效应
计入Ｌ－Ｂ模型中，本文借鉴原模型中的延迟方
法，对前缘压力Ｃ′Ｎ 再进行一阶延迟，得到二次延
迟的前缘压力Ｃ″Ｎ，并以指数函数的形式给出，如
式（１）和式（２）所示

Ｃ″Ｎｎ ＝Ｃ′Ｎｎ －Ｄｂｎ （１）

Ｄｂｎ ＝Ｄｂｎ－１ｅｘｐ
－ΔＳ
Ｔ（ ）ｂ

＋

（Ｃ′Ｎｎ －Ｃ′Ｎｎ－１）ｅｘｐ
－ΔＳ
２Ｔ（ ）ｂ

（２）

式中Ｔｂ 为时间延迟常数，由翼型试验获得［２３］．当

Ｃ″Ｎ ＞ＣＮ１，翼型进入失速状态．
低马赫数条件下翼型气动载荷试验表明，翼

型失速后垂直力有较为明显的超调值［２１］，Ｌ－Ｂ模
型未考虑该效应，Ｓｈｅｎｇ等从延迟的气流分离点
和涡流运动角度对翼型气动载荷的超调值进行了

修正［２１］．
１）垂直力的超调值由下式给出

ΔＣｖｎ ＝Ｂ１（ｆ″－ｆ）Ｖｘ （３）

式中Ｂ１ 为低马赫数与翼型相关的试验参数［２１］，
且Ｖｘ 为垂直力形函数，如下所示

Ｖｘ ＝
ｓｉｎ３／２ πτ

２Ｔ（ ）ｖ 　　　０＜τ＜Ｔｖ
ｃｏｓ２ π

（τ－Ｔｖ）
Ｔｖ［ ］ｌ

　τ＞Ｔ
烅

烄

烆
ｖ

（４）

　　２）脱落涡在翼型表面上的移动产生较大的
低头力矩，其超调值正比于垂直力．变距力矩的增
加值为

ΔＣｖｍ ＝Ｂ２［１－ｃｏｓ（πτｖ／Ｔｖ）］ΔＣｖｎ （５）

其中Ｂ２ 为低马赫数与翼型相关的试验参数［２１］．

１．２　下降沿气流再次附着阶段修正

低马赫翼型气动载荷试验表明Ｌ－Ｂ模型预
测的垂直力在翼型下降沿的变化规律上与垂直力

的试验值存在较大差别，原因是翼型下降沿气流
的再次附着阶段翼型上表面的涡运动对垂直力仍

存在很强的影响，垂直力持续下降，该现象被

Ｅｒｉｃｓｓｏｎ等称为翼型运动下降沿垂直力的“低调
值”［２４］，与上升沿动态失速后垂直力的“超调值”

相对应［２３］．Ｌ－Ｂ模型在建模过程中同样未将垂直
力的“低调值”加以考虑，为此本文拟从气流再次
附着阶段涡运动的角度对Ｌ－Ｂ模型进行修正．

４６０２
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１）αｍｉｎ用来表征翼型下降沿气流附着阶段涡
运动过程的结束，也表示翼型动态失速过程的结
束，由下式给出

αｍｉｎ＝αｍｉｎ０＋Ｔｒｑ，α＜αｍｉｎ０ （６）
式中αｍｉｎ０表示下降沿气流再次附着阶段的起始角
度，Ｔｒ为气流再次附着阶段涡运动时间常数［２２］，
当α＜αｍｉｎ时气流再次附着阶段翼型上表面涡运
动停止，气流由分离进入完全附着阶段．
２）翼型下降沿气流附着阶段由于翼型表面涡
的运动使得垂直力产生“低调值”，由式（８）给出．

Ｖｘｒ＝
ｓｉｎ３／２ πτｒ２Ｔ（ ）ｒ 　　　　０＜τｒ＜Ｔｒ
ｃｏｓ２ π

（τｒ－Ｔｒ）
２Ｔ（ ）ｒ

　τｒ＞Ｔ
烅

烄

烆
ｒ

（７）

ΔＣｖｎｒ＝Ｂ１（ｆ″ｒ－ｆ）Ｖｘｒ （８）
式中Ｖｘｒ为气流再次附着阶段垂直力形函数，ｆ″ｒ
表示气流再次附着阶段延迟分离点，且τｒ表征翼
型下降沿气流附着阶段翼型表面涡运动的无量纲

时间．

２　二元机翼气弹系统

图１为二元机翼气弹系统示意图．Ｖ 表示来
流速度，ｈ为浮沉运动位移，θ为变距角，Ｋｈ 为浮
沉运动线性刚度，Ｋθ 为变距线性刚度，ｂ为半弦

图１　二元机翼气弹系统

Ｆｉｇ．１　Ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃ　ｓｙｓｔｅｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｗｉｎｇ

长，ａｈ 和ｘθ为相对于半弦长ｂ的无量纲参数，且
分别表示弹性轴到翼型中点和质量中心的距离．
耦合三次非线性变距和浮沉刚度的二元机翼气弹

模型由式（９）和式（１０）给出

ｍ̈ｈ＋Ｓ̈θ＋Ｃｈｈ＋Ｆｎｌ（ｈ）＝－Ｑｈ （９）

Ｉθ̈θ＋Ｓ̈ｈ＋Ｃθθ＋Ｍｎｌ（θ）＝

Ｑθ＋Ｑｈ
１
２（ ）ｃ １

２＋ａ（ ）ｈ （１０）

式中ｍ 为单元长度质量，ｃ为弦长，Ｓ为质量静

矩，Ｉθ为翼型相对１／４弦线的极惯性矩，Ｃｈ 为浮
沉运动阻尼，Ｃθ 为变距运动阻尼，Ｑｈ 和Ｑθ 分别
表示气动力和力矩，且Ｆｎｌ（ｈ）和Ｍｎｌ（θ）分别表示
三次非线性结构恢复力及力矩，由下式给出

Ｆｎｌ（ｈ）＝Ｋｈ（ｈ＋βｈｈ
３） （１１）

Ｍｎｌ（θ）＝Ｋθ（θ＋βθθ
３） （１２）

式中βθ和βｈ 分别为三次非线性变距及浮沉刚度
系数．
将式（９）和式（１０）转化为矩阵形式，则有

Ｍ̈ｘ＋Ｃｘ＋Ｋｘ＝Ｑ （１３）
式中

Ｍ ＝
ｍ　Ｓθ
Ｓθ Ｉ［ ］

θ

（１４）

Ｃ＝
Ｃｈ ０
０ Ｃ［ ］

θ

（１５）

Ｋ＝
Ｋｈ ０
０ Ｋ［ ］

θ

（１６）

Ｑ＝

１
２ρＶ

２ －ｃ　０
０ ｃ［ ］２ ＣＮ

Ｃ［ ］
ｍ
－ β

ｈＫｈｈ３

βθＫθθ［ ］３ （１７）

迎角α和无量纲变距率ｑ由下式给出

α［］ｑ ＝
θ＋

ｈ
Ｖ

θｃ

熿

燀

燄

燅Ｖ

＝
ｘ２＋

ｘ１
Ｖ

ｘ２ｃ

熿

燀

燄

燅Ｖ

（１８）

　　综合前述低马赫修正Ｌ－Ｂ模型和二元机翼
结构动力学模型形成二元机翼气弹系统分析模

型．二元机翼气弹分析模型具有高度非线性特征，
且Ｌ－Ｂ低马赫修正模型含有多个杜哈美（Ｄｕ－
ｈａｍｅｌ）卷积运算和复杂的逻辑运算，因此在本文
拟采用文献［２５］给出的Ｃｒａｎｋ－Ｎｉｃｏｌｓｏｎ数值差
分法求解二元机翼气弹系统动力学方程．

３　结果与分析

３．１　Ｌ－Ｂ低马赫修正模型验证

图２为ＮＡＣＡ００１２翼型在 Ｍａ＝０．１２时迎
角单调上升阶段垂直力变化规律，图中分别显示
了本文修正的Ｌ－Ｂ模型、Ｌ－Ｂ模型垂直力计算和
文献［２１］中的试验值．从图中可以看出，Ｌ－Ｂ模型
在低马赫数条件下未能准确的预测该阶段垂直力

的变化规律，而本文在建模过程中将翼型上升沿
的失速准则及垂直力的“超调值”加以考虑，因此，
本文修正的Ｌ－Ｂ模型在迎角单调上升阶段预测的
垂直力变化规律与文献［２１］中的试验值较吻合．
图３为ＮＡＣＡ００１５翼型在 Ｍａ＝０．１２时迎

５６０２



航　空　动　力　学　报 第２７卷

图２　ＮＡＣＡ００１２上升沿垂直力变化规律
（ｑ＝０．０１４　５）

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｏｒｍａｌ　ｆｏｒｃｅ　ｄｕｒｉｎｇ　ｕｐ－ｓｔｒｏｋｅ

ｆｏｒ　ＮＡＣＡ００１２（ｑ＝０．０１４　５）

角单调下降过程垂直力变化规律图．从图中可以
看出，Ｌ－Ｂ模型的垂直力计算值在该阶段与文献
［２２］中的试验值存在不小的差距，而本文修正的

Ｌ－Ｂ模型由于对翼型下降沿过程中涡运动效应产
生的垂直力“低调值”进行了有效的建模，因而能
较为准确地预测翼型下降沿翼型垂直力的变化

规律．

图３　ＮＡＣＡ００１５下降沿垂直力变化规律
（ｑ＝－０．０１１　９）

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｏｒｍａｌ　ｆｏｒｃｅ　ｄｕｒｉｎｇ
ｄｏｗｎ－ｓｔｒｏｋｅ　ｆｏｒ　ＮＡＣＡ００１５

（ｑ＝－０．０１１　９）

图４为 Ｍａ＝０．１２时正弦激励条件下 ＮＡ－
ＣＡ００１２翼型垂直力变化规律图，图中分别显示
了本文和Ｓｈｅｎｇ等修正的Ｌ－Ｂ模型的垂直力计
算值及文献［２２］的试验值．根据图中对比可以看
出，本文的低马赫数修正模型能够较为准确地预

测垂直力的变化规律，具体表现在上升沿延迟的
失速点、失速后垂直力的“超调值”及下降沿的“低
调值”都能准确地预测；同时对比Ｓｈｅｎｇ［２２］等的
修正的Ｌ－Ｂ模型的计算结果表明，由于本文在翼
型下降沿气流再次附着阶段将涡运动效应对垂直

力的“低调值”进行了有效的修正，本文的预测结
果明显优于Ｓｈｅｎｇ等修正的Ｌ－Ｂ模型给出的该
阶段的预测值．图５给出了ＮＡＣＡ００１５翼型在正
弦激励下垂直力的变化规律，通过与文献［２２］中
翼型垂直力试验值的对比表明本文在低马赫数条

件下对Ｌ－Ｂ模型的修正对 ＮＡＣＡ００１５翼型具有
通用性，且能适用多种频率振动形式．

图４　ＮＡＣＡ００１２垂直力随迎角变化规律
（ｋ＝０．０７５）

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＮＡＣＡ００１２ｎｏｒｍａｌ　ｆｏｒｃｅ

ａｇａｉｎｓｔ　ａｎｇｌｅ　ｏｆ　ａｔｔａｃｋ（ｋ＝０．０７５）

图５　ＮＡＣＡ００１５垂直力随迎角变化规律
（ｋ＝０．１０２）

Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＮＡＣＡ００１５ｎｏｒｍａｌ　ｆｏｒｃｅ

ａｇａｉｎｓｔ　ａｎｇｌｅ　ｏｆ　ａｔｔａｃｋ（ｋ＝０．１０２）
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图６和图７分别给出了 ＮＡＣＡ００１２翼型在

Ｍａ＝０．１２，ｋ＝０．１２４，和α＝１５°＋１０°ｓｉｎ（ωｔ）时垂
直力和变距力矩随迎角变化的规律图．从图中可
以看出，在正弦激励条件下，本文的Ｌ－Ｂ修正模
型预测的气动载荷变化规律与文献［２１］中的翼型
气动载荷试验值有较高的吻合度，进一步验证了
本文低马赫Ｌ－Ｂ修正模型的正确性．

图６　ＮＡＣＡ００１２垂直力随迎角变化规律

Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＮＡＣＡ００１２ｎｏｒｍａｌ　ｆｏｒｃｅ

ａｇａｉｎｓｔ　ａｎｇｌｅ　ｏｆ　ａｔｔａｃｋ

图７　ＮＡＣＡ００１２变距力矩随迎角变化规律

Ｆｉｇ．７　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＮＡＣＡ００１２ｐｉｔｃｈｉｎｇ
ｍｏｍｅｎｔ　ａｇａｉｎｓｔ　ａｎｇｌｅ　ｏｆ　ａｔｔａｃｋ

３．２　二元机翼气弹模型验证及分析

文献［１３］试验研究了在低速风洞中 ＮＡ－
ＣＡ００１８翼型颤振及失速颤振问题．本文拟采用
该试验来验证低马赫数二元机翼气弹分析模型．
表１列出了试验模型的主要结构动力学参数．

表１　二元机翼气弹模型结构动力学参数

Ｔａｂｌｅ　１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ

ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｗｉｎｇ　ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃ　ｍｏｄｅｌ

模型参数 数值

弦长ｃ／（ｍ） ０．３６

单位质量ｍ／（ｋｇ·ｍ－１） ６．４７

极惯性矩Ｉθ／（ｋｇ·ｍ） ０．２７

浮沉刚度Ｋｈ／（Ｎ·ｍ－１） ６　０４０

变距刚度Ｋθ／（Ｎ·ｍ·ｒａｄ－１） ３８２．４

图８给出了在初始变距角θ０＝１１°，１２°和１４°
时系统变距角幅值随来流速度变化的分岔图．图
中变距角振动幅值θａ 位于零附近，原因是该振动
幅值去除了初始变距角．表２列出了不同初始变
距角时二元机翼气弹系统随来流变化的振动形

式．从图８和表２所显示的结果可以看出，本文建
立的二元机翼气弹系统分析模型预测的变距角响

应幅值与文献［１３］中的试验值吻合程度较高，验
证了分析模型的正确性．结合图８和表２对二元
机翼气弹系统的动力学特性分析如下：

１）当θ０＝１１°，来流速度Ｖ＜２５．５ｍ／ｓ时，二
元机翼气弹系统呈现出低幅振动特征，当Ｖ＝
２５．５ｍ／ｓ时系统的变距角振动幅值突然增大．图

９分别给出了Ｖ＝２５．０ｍ／ｓ和Ｖ＝２５．５ｍ／ｓ时变
距角及角速度的相平面图，由图可知变距角振动
幅值急剧增加．表明系统在超临界霍普夫分岔
（ｓｕｐｅｒｃｒｉｔｉｃａｌ　Ｈｏｐｆ　ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）的基础上发生了
折叠分岔（ｆｏｌｄ　ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）［１３］，由于该现象发生
前，机翼处于低幅振动状态，当来流速度达到临界
值时，变距角幅值的急剧增加对气弹系统极具破
坏性．
２）图１０给出了θ０＝１２°时翼型气弹系统随
来流变化的分岔图．与θ０＝１１°时类似，系统在

Ｖ＝２１．５ｍ／ｓ发生了折叠分岔，二元机翼气弹系
统由低幅极限环振动突变成高幅极限环振动；图

１０显示的极限环相平面图也反映了系统振动型
式的变化．与θ０＝１１°时二元机翼气弹系统的分岔
图相比，系统在较小的来流速度下形成了折叠分
岔，但变距角响应幅值的突变程度较小，对二元翼
型气弹系统的破坏程度降低．
３）当二元机翼气弹系统的初始值θ０＝１４°
时，由图８的系统分岔图可以看出，变距角响应幅
值呈逐渐增加的趋势，在Ｖ＝１６．１ｍ／ｓ时系统变
距角响应幅值突增，二元机翼气弹系统仍呈现折

７６０２
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叠分岔特征，只是响应突增幅值与θ０＝１１°和θ０＝
１２°时相比较小．根据图１１所示的极限环相平面
图可以得到类似的结论．
４）结合分岔图图８和相平面图图９～图１１
可知，二元机翼气弹系统具有非线性特征，系统的
折叠分岔与初始变距角初值和来流速度密切相

关，且变距角初值的增加有利于降低折叠分岔对
系统的影响．

图８　二元机翼气弹系统分岔图

Ｆｉｇ．８　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｗｉｎｇ　ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃ　ｓｙｓｔｅｍ

表２　二元机翼气弹系统振动形式

Ｔａｂｌｅ　２　Ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ　ｂｅｈａｖｉｏｒ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｗｉｎｇ　ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃ　ｓｙｓｔｅｍ

振动型式 类型
Ｖ／（ｍ／ｓ）

θ０＝１１° θ０＝１２° θ０＝１４°

低幅极限环
计算 ＜２５．５ ＜２１．５ ＜１６．０

试验 ＜２５．１ ＜２０．５ ＜１６．４

折叠分岔
计算 ２５．５　 ２１．５　 １６．０

试验 ２５．１　 ２１　 １６．４

高幅极限环
计算 ≥２５．５ ≥２１．５ ≥１６．０

试验 ≥２５．１ ≥２１ ≥１６．４

３．３　低速失速颤振机理分析

Ｌ－Ｂ模型根据前缘压力值Ｃ′Ｎ 判断翼型是否

发生动态失速，失速过程与翼型表面气流分离点

ｆ″密切相关［１９］．本文对Ｌ－Ｂ模型所进行的低马
赫修正也采用该方法判断翼型的动态失速现象．
图１２（ａ）和（ｂ）分别给出了θ０＝１１°时，Ｖ＝２５．０

ｍ／ｓ和Ｖ＝２５．５ｍ／ｓ前缘压力值Ｃ″Ｎ 和分离点ｆ″

图９　变距角及速率相平面图（θ０＝１１°）

Ｆｉｇ．９　Ｐｈａｓｅ　ｐｌａｎｅ　ｆｉｇｕｒｅ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ａｎｄ

ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ（θ０＝１１°）

图１０　变距角及角速率相平面图（θ０＝１２°）

Ｆｉｇ．１０　Ｐｈａｓｅ　ｐｌａｎｅ　ｆｉｇｕｒｅ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ａｎｄ

ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ（θ０＝１２°）

图１１　变距角及角速率相平面图（θ０＝１４°）

Ｆｉｇ．１１　Ｐｈａｓｅ　ｐｌａｎｅ　ｆｉｇｕｒｅ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ａｎｄ

ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ（θ０＝１４°）

８６０２
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的相平面图．由图１２（ａ）可以看出，折叠分岔发生
前，翼型未发生动态失速现象；而由图１２（ｂ）可知
翼型前缘部分气流发生分离，且前缘压力已超过
动态失速的临界值ＣＮ１．由图９知此时变距角极
限环幅值急剧增加，表明二元机翼气弹系统的折
叠分岔是由于动态失速造成的，即系统发生了失
速颤振现象［１－４］．图１３给出了θ０＝１４°时二元机翼
气弹系统的前缘压力及分离点的相平面图．对比
图１３（ａ）和图１３（ｂ）可知系统从低幅振动（Ｖ＝
１５．５ｍ／ｓ）到高幅振动（Ｖ＝１６．５ｍ／ｓ）同样是由动
态失速造成的，颤振机理与θ０＝１１°时相同，只是
颤振表现的形式相对较弱．

图１２　前缘压力及分离点相平面图（θ０＝１１°）

Ｆｉｇ．１２　Ｐｈａｓｅ　ｐｌａｎｅ　ｆｉｇｕｒｅ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｌｅａｄｉｎｇ　ｅｄｇｅ

ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ａｎｄ　ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔ（θ０＝１１°）

３．４　耦合非线性变距、浮沉刚度影响分析

图１４给出了θ０＝１１°时二元机翼气弹系统在
三次非线性变距刚度单独作用时二元机翼气弹系

统变距幅值分岔图．由图１４可知，三次非线性变

图１３　前缘压力及分离点相平面图（θ０＝１４°）

Ｆｉｇ．１３　Ｐｈａｓｅ　ｐｌａｎｅ　ｆｉｇｕｒｅ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｌｅａｄｉｎｇ　ｅｄｇｅ

ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ａｎｄ　ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ　ｐｏｉｎｔ（θ０＝１４°）

距刚度系数βθ＝０．１ｒａｄ
－２，０．４ｒａｄ－２和０．６ｒａｄ－２

时，二元机翼气弹系统分别在Ｖ＝２５．７ｍ／ｓ，２６．７
ｍ／ｓ和２７．０ｍ／ｓ时产生折叠分岔，表明渐硬的非
线性变距刚度使系统的折叠分岔产生时的来流速

度增加，而变距角响应幅值则呈下降的趋势．图

１５给出了二元机翼气弹系统在三次非线性浮沉
刚度单独作用时系统变距响应幅值分岔图．由图

１５可知，三次非线性浮沉刚度系数βｈ＝０．５ｍ
－２，

１．０ｍ－２和２．０ｍ－２时，系统分别在Ｖ＝２５．２ｍ／ｓ，

２４．８ｍ／ｓ和２４．７ｍ／ｓ时产生折叠分岔，表明系统
产生折叠分岔时的来流速度随三次非线性浮沉刚

度的增加而减小，但变距响应幅值的变化不明显．
对比图１４和图１５可知，相比三次非线性浮沉刚
度，二元机翼气弹系统对三次非线性变距刚度的
变化较为敏感，渐硬的非线性变距刚度能够使系
统折叠分岔发生的来流速度提高的幅度较大．
图１６～图１９给出了耦合变距、浮沉三次非

９６０２
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图１４　含有三次非线性变距刚度变距振幅分岔图，

βθ＝０ｒａｄ
－２

Ｆｉｇ．１４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｗｉｔｈ　ｃｕｂｉｃ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｉｎ　ｐｉｔｃｈ，βθ＝０ｒａｄ
－２

图１５　含有三次非线性浮沉刚度变距振幅分岔图，

βｈ＝０ｍ
－２

Ｆｉｇ．１５　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｗｉｔｈ　ｃｕｂｉｃ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｉｎ　ｐｌｕｎｇｅ，βｈ＝０ｍ
－２

线性刚度的二元机翼气弹系统变距幅值分岔图．
由于二元机翼气弹系统对非线性变距刚度较为敏

感，从图１６可以看出当三次非线性变距刚度系数
（βθ＝０．５ｒａｄ

－２，βｈ＝０．１ｒａｄ
－２）较大时，系统的运

动特征与图１４和图１５相比无实质变化，而由图

１７可知，二元机翼气弹系统在取较大三次非线性
浮沉刚度系数（βθ＝０．１ｒａｄ

－２，βｈ＝０．５ｒａｄ
－２）时，

系统在超临界霍普夫分岔和折叠分岔发生后产生

了准周期运动（２８．０ｍ／ｓ＜Ｖ＜３０．０ｍ／ｓ）的二次
霍普夫分岔（ｓｅｃｏｎｄａｒｙ　Ｈｏｐｆ　ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）［２］．对
比图１７～图１９可知，在三次非线性浮沉刚度系
数由βｈ＝０．５ｍ

－２增加到βｈ＝２．５ｍ
－２时，系统的

变距响应幅值波动有所增加，准周期运动特征更
为明显．图２０～图２２分别给出了Ｖ＝２８．０ｍ／ｓ，

Ｖ＝２９．０ｍ／ｓ和Ｖ＝３０．０ｍ／ｓ，耦合三次非线性结
构刚度（βθ＝０．５·ｒａｄ

－２，βｈ＝２．５ｍ
－２）的二元机

翼气弹系统变距响应、变距角及其速度的相平面、

Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面及变距幅值功率谱密度（ＰＳＤ）图．
对比图２０～图２２可知，二元机翼系统在未发生
二次霍普夫分岔时，呈现周期性运动，而在二次霍
普夫分岔发生时系统则呈现出准周期运动，图２１
（ｃ）～图２１（ｄ）的相平面图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面图及功
率谱密度图清楚地反映了该特征．随着来流速度
的增加，二元机翼气弹系统再次进入周期性运动，
如图２２所示．

图１６　变距幅值分岔图，耦合变距、浮沉三次非线性

刚度βθ＝０．５ｒａｄ
－２，βｈ＝０．１ｍ

－２

Ｆｉｇ．１６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｗｉｔｈ　ｃｏｕｐｌｅｄ　ｃｕｂｉｃ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｉｎ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｄ　ｐｌｕｎｇｅ，

βθ＝０．５ｒａｄ
－２，βｈ＝０．１ｍ

－２

图１７　变距幅值分岔图，耦合变距、浮沉三次非线性

刚度βθ＝０．１ｒａｄ
－２，βｈ＝０．５ｍ

－２

Ｆｉｇ．１７　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｗｉｔｈ　ｃｏｕｐｌｅｄ　ｃｕｂｉｃ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｉｎ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｄ　ｐｌｕｎｇｅ，

βθ＝０．１ｒａｄ
－２，βｈ＝０．５ｍ

－２

０７０２
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图１８　变距幅值分岔图，耦合变距、浮沉三次非线性

刚度βθ＝０．１ｒａｄ
－２，βｈ＝１．０ｍ

－２

Ｆｉｇ．１８　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｗｉｔｈ　ｃｏｕｐｌｅｄ　ｃｕｂｉｃ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｉｎ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｄ　ｐｌｕｎｇｅ，

βθ＝０．１ｒａｄ
－２，βｈ＝１．０ｍ

－２

图１９　变距幅值分岔图，耦合变距、浮沉三次非线性

刚度βθ＝０．１ｒａｄ
－２，βｈ＝２．５ｍ

－２

Ｆｉｇ．１９　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｇｌｅ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｗｉｔｈ　ｃｏｕｐｌｅｄ　ｃｕｂｉｃ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｉｎ　ｐｉｔｃｈ　ａｎｄ　ｐｌｕｎｇｅ，

βθ＝０．１ｒａｄ
－２，βｈ＝２．５ｍ

－２

图２０　二元机翼气弹系统响应，Ｕ＝２８ｍ／ｓ

Ｆｉｇ．２０　Ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｏｆ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｗｉｎｇ　ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃ　ｓｙｓｔｅｍ，Ｕ＝２８ｍ／ｓ

１７０２
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图２１　二元机翼气弹系统响应，Ｕ＝２９ｍ·ｓ－１

Ｆｉｇ．２１　Ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｏｆ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｗｉｎｇ　ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃ　ｓｙｓｔｅｍ，Ｕ＝２９ｍ·ｓ－１

２７０２
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图２２　二元机翼气弹系统响应，Ｕ＝３０ｍ／ｓ

Ｆｉｇ．２２　Ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｏｆ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｗｉｎｇ　ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃ　ｓｙｓｔｅｍ，Ｕ＝３０ｍ／ｓ

４　结　论

１）通过与相关文献的对比表明本文所建立
的低马赫数修正模型是正确的，能够较为准确地
预测翼型在低速条件下的气动载荷．
２）二元机翼气弹系统具有非线性特征．失速
颤振与翼型初始变距角及来流速度密切相关，且
动态失速是造成折叠分岔后极限环振动幅值突变

的主要原因．
３）二元机翼气弹系统对三次非线性变距刚
度较为敏感，相比三次非线浮沉刚度，渐硬的三次
非线性变距刚度提高系统的失速颤振来流速度临

界值幅度更大，且耦合三次非线性变距和浮沉刚
度的二元机翼气弹系统在一定条件下会产生二次

霍普夫分岔的准周期运动．
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